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Xをノルム空間とし，そのノルムはI・Iで表す．このとき，三角不等式とはXの2個の






(cf. [2, 4, 6, 7, 1, 18]) 
問題 1.1 ノルム空間Xのn個の元X1,X2,・・・,XnEXに対して，
n n 
(i) Lふ+C:; L lx』をみたす正の値CをX1,X2,・・・,Xnによって特徴付けよ．
i=l i=l 
n n 











バナッハ空間の幾何学的な性質の特徴づけに関連をして， 2005 年の加藤ー斎藤—E8村 [9] に
端を発する問題 1.1に関する一連の研究は， Rudzik-Landesにより与えられた以下の不等
式がそのモチベーションであった
定理 2.1([5, Lemma 1])ノルム空間Xの0でない2個の元xぃX2に対して，以下の不等
式が成立する．
lx1 +四1+ (2 一土+~) min{llx1II, I巧 I}:; lx1 I+ I四I
加藤斎藤—E8村はこの結果を n 個の元の場合へと拡張すると同時に，逆不等式も与えた．
定理 2.2([9, Theorem 1])ノルム空間Xの0でないn個の元X1,X2,・・・,Xnに対して，以
下の不等式が成立する．
苫X;+ (n-811::11) 1謬 lx;I:; 苫lx;I
この不等式の成功に誘発されて，その後様々な設定のもとで三角不等式の精密化の研究
が進んでいる (cf.[2, 4, 6, 7, 11, 18]) その 1 つに，二谷ー斎藤ー加藤—E8村 [13] があり，彼らは
定理2.2の不等式をより精密化することに成功した．
定理 2.3([13, Theorem 1])ノルム空間Xの0でないn個の元X1,X2,・・・,Xnに対して，以
下の不等式が成立する．
苫;+ 8 (k- 苫 11:~11) (llx~II -lxいI)さ811xill
ここでx;は llxill~11x;11~ ・・・ ~llx~II, かつ Xo= X~+l = 0を満たすX;の並べ替えである．
定理2.2および定理2.3は問題1.1の1つの解を与えているが，峰野ー中村ー大和田 [12]は，




定理 2.4([3, Theorem 2.1]) x1心2,.. ,xれをノルム空間Xの0でない元をとするこの
とき，実数Pi2 0とq;> 0 (iE { 1, .. , n})がpi/q12・・ 2'.Pn加を満たすなら，次の不
等式が成立する．
立i+ t (墜_Pk+l) (立』x;I- tq;x; n 














ノルム空間Xが狭義凸であるとは， Bx= {xEX I lxl= 1}の全ての異なる 2つの元
X1, X2に対して 1xi !x2 1 < lが成立するときをいう．
補題 3.1(cf. [1, Problem 11.1]) Xを狭義凸ノルム空間とするこのとき X の任意の元
互・・.,Xnに対して以下の条件は同値である．
(i) Lxi = L lx』I;
j=l 




定理 3.2[9, Theorem 2]狭義凸ノルム空間Xの0でない任意の元x丘..,Xnに対して
lxjo I= min {lxjl : 1S jさn},lxd = max{lxil: 1 S j Sn}とおく．このとき
苫ぶ+(n-芦：II)塁 lx;I=苫lx;I
が成立することの必要十分条件は，以下のどちらか一方が成立することである．
(a) lx1I = I四II=・・・=lx』I;または
(b)全ての jE {j E {1,2, .. ,n} I lxiolヂlx』I}に対して己『=1:1かつ
文巧＝文巧 Xji
j=l lxjl j=l lx』Ilxil 
が成立する．
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定理 3.3[14, Theorem 3. 7]狭義凸ノルム空間Xの0でない任意の元X1,.. ,Xnが lx1I> 
I四 II>.. > lx』を満たすとき，等式
苫］＋苫(i-苫1:1)(lxil -lxi+1I) =苫lx』|
が成立することの必要十分条件は， 1= a1 > la2I > .. > la』となる実数 aj(j E 
{1, .. ,n})が存在して， Xj= O:jXl (j E {1, .. ,n}) かつこい為 ~O(iE{l,.. ,n})を
満たすことである
これらの結果を含むものとして，佐野ー泉田ー三谷ー大和田ー斎藤は峰野ー中村ー大和田の精密化
された三角不等式の等号成立条件を与えた.(see. [19, Theorem 3.4])また，定理2.4の等
号成立条件については，以下の結果が得られている
系 3.4[20, Corollary 3.3] x1, x2, .. , Xnを狭義凸ノルム空間Xの0でない元とする．こ
のとき，実数Pi~0 と qi > 0 (iE {l, .. , n}) が pifq1~ ・ ・ ・ ~Pn加を満たすとき，等式
塁］十L(色-Pj+i) ( -j=l j=2 約約+1 苔 qillx;II 〗佑x;) =~Pjllx』|
が成立することの必要十分条件は，実数 aj(j E {1, .. ,n})が存在して，的 =a汗1かつ





バナッハ空間 X の共役空間を X* で表し， Sx• = {x EX* I lxl = 1}とする．中本高
橋はバナッハ空間において以下の結果を与えた．
定理 4.1[16, Theorem 2] x1心2,・ ・ ,Xnをバナッハ空間Xの0でない元とする．このと
き，等式
Lxi = L lxil 
i=l i=l 
が成立することの必要十分条件は， Sx• の端点fが存在して，全ての iE {l, 2, .. , n}に
対して f(x』=lx』を満たすことである．
彼らは定理 4.1 において， f は Sx• の端点である必要がないことも同時に述べている (see.









が成立することの必要十分条件は，{~『； iE{l,2, .. ,n}}の凸包がふに含まれること
である．
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